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Â äàííîé ðàáîòå óòî÷íßåòñß ñòðóêòóðà ñåìèìàðòèíãàëîâ, ïðèíèìàþ-
ùèõ çíà÷åíèß â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ ïîìîùüþ
ïðåäñêàçóåìîãî ïðîöåññà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ëîêàëüíî
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîãî ìàðòèíãàëà è ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
ïî öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé ìåðå ñêà÷êîâ.
In this paper clariﬁes the structure of semimartingales taking values in
a separable Banach space, with a predictable process of locally bounded
variation, locally square integrable martingale and stochastic integral with
integer random measure of jumps.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåìèìàðòèíãàë, ìàðòèíãàë, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Keywords: semimartingale, martingale, Banach space.
Ââåäåíèå
Ìàðòèíãàëû è ñåìèìàðòèíãàëû ñòàëè îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåäìåòîâ èññëå-
äîâàíèß â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñß â
ôèíàíñîâîé è ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêå [1]. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ßâëßþòñß ñå-
ìèìàðòèíãàëû ñî çíà÷åíèßìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü (H,B (H)) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ σ -àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
(îòíîñèòåëüíî ñèëüíîé òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé íîðìîé ‖.‖). ×åðåç H∗ áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ñîïðßæåííîå ñ H è (h, h∗) = h∗ (h) , h ∈ H, h∗ ∈ H∗.
Íàïîìíèì [2], ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H èìååò ñâîéñòâî Ðàäîíà-Íèêîäèìà,
åñëè äëß ëþáîãî èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, µ) è ëþáîé H-çíà÷íîé ìåðû m,
êîòîðàß èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû µ, ñóùåñòâóåò H-çíà÷íàß èíòåãðèðóåìàß (ïî Áîõíåðó) ôóíêöèß f òàêàß, ÷òî
m (A) =
∫
A
f dµ, A ∈ F.
Ïóñòü (Ω,F,P) - ïîëíîå âåðîßòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è â íåì ñåìåéñòâî σ-àëãåáð
(Ft)t≥0 , óäîâëåòâîðßþùåå îáû÷íûì óñëîâèßì ïîëíîòû, íåóáûâàíèß è íåïðåðûâ-
íîñòè ñïðàâà. Ïóñòü X = (Xt,Ft;H) - ñåìèìàðòèíãàë, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèß â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ò.å.
Xt = X0 +Mt + Vt, (1)
25
26 ËÀÂÐÅÍÒÜÅÂ Â.Â.
ãäå M - ëîêàëüíûé ìàðòèíãàë (Mloc(H)), V - ïðîöåññ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè (Vloc(H)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ = µ (dt, dx) öåëî÷èñëåííóþ ñëó÷àéíóþ ìåðó ñêà÷êîâ ñåìè-
ìàðòèíãàëà X:
µ ((0, t],Γ) =
∑
0<s≤t
I (∆Xs ∈ Γ) , Γ ∈ B (H\ {0}) . (2)
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ñòàòüè ßâëßåòñß ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ñòðóêòóðû
ñåìèìàðòèíãàëà.
Òåîðåìà
Äëß ñåìèìàðòèíãàëîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèß â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñî ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà (â ÷àñòíîñòè, â ðåôëåêñèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:
Xt = X0 +Bat +M
a
t +
∫ t
0
∫
‖x‖>a
xµ (ds, dx) (3)
ñ ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåññîì Ba = (Bat ,Ft;H) èç êëàññà ïðîöåññîâ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìîé âàðèàöèè Aloc(H) è ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãà-
ëîì Ma ∈M2loc (H) . Â îòëè÷èè îò (1) òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ïîëîæèì äëß íåêîòîðîãî a > 0
Xat = X0 +
∑
s≤t
∆XsI (‖∆Xs‖ > a) , (4)
òîãäà
Xa = (Xat ,Ft;H) ∈ Vloc (H) ,
ïðîöåññ X −Xa òàêæå ßâëßåòñß ñåìèìàðòèíãàëîì è èìååò îãðàíè÷åííûå ñêà÷êè.
Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñóùåñòâåí-
íàß ÷àñòü óòâåðæäåíèé òåîðåìû.
Ëåììà 1
Ïóñòü ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H èìååò ñâîéñòâî Ðàäîíà-Íèêî-
äèìà, òîãäà ïðîöåññ X −Xa äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
X −Xa = Ba +Ma (5)
ñ ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåññîì Ba = (Bat ,Ft;H) èç êëàññà ïðîöåññîâ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìîé âàðèàöèè Aloc(H) è ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãà-
ëîì Ma ∈M2loc (H) . Ïðè ýòîì
‖∆Bas ‖ ≤ a, ‖∆Mas ‖ ≤ 2a, t ≥ 0 (P− ï.í.) .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðèì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:
1. X −Xa = Aa +Ma, ãäå Aa ∈ Aloc (H) ,Ma ∈Mloc (H).
2. X − Xa = Ba + Ma, ãäå Ba - ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ èç êëàññà Aloc (H) ,
Ma ∈Mloc (H).
3. Ma ∈M2loc (H) , ‖∆Bas ‖ ≤ a, ‖∆Mas ‖ ≤ 2a (P− ï.í.).
Ïî îïðåäåëåíèþ ñåìèìàðòèíãàëà
Xt −Xat = X0 +Nt + Vt −Xat ,
ãäå N ∈Mloc (H) è îïðåäåëèì Aa ≡ X0 + Vt −Xat ∈ Vloc (H) .
Ïîëîæèì
τk = inf
{
t > 0 :
∫ t
0
‖dAas‖ > k
}
è inf ∅ =∞.
Òîãäà äëß êàæäîãî k τk - ìîìåíò îñòàíîâêè è τk ↑ ∞ (P− ï.í.). Ïóñòü (τ ′k) -
ëîêàëèçóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëß N . Ïîëîæèì σk = τk ∧ τ ′k, òîãäà
E
∫ σk
0
‖dAat ‖ = E
∫ σk−
0
‖dAat ‖+ E
∥∥∆Aaσk∥∥ ≤ k + E∥∥∆Aaσk∥∥ ,
íî ∥∥∆Aaσk∥∥ = ∥∥∆(X −Xa)σk −∆Nσk∥∥ ≤ a+ ‖∆Nσk‖ ,
ñëåäîâàòåëüíî,
E
∫ σk
0
‖dAat ‖ ≤ k + a+ E ‖∆Nσk‖ ,
ò.å. Aaσk =
(
Aat∧σk ,Ft;H
) ∈ Aloc (H) .
Äëß äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèß (2) âîñïîëüçóåìñß ñëåäóþùåé ëåììîé, êîòî-
ðàß âûòåêàåò èç ðàáîòû [3].
Ëåììà 2.
Åñëè ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H èìååò ñâîéñòâî Ðàäîíà-Íèêîäè-
ìà, â ÷àñòíîñòè, åñëè H ðåôëåêñèâíî, òî äëß ïðîöåññà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé
âàðèàöèè A ñî çíà÷åíèßìè â H (ò.å. A ∈ Aloc (H) ) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé
(ñ òî÷íîñòüþ äî íåðàçëè÷èìîñòè) ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ A′ ∈ Aloc (H) , íàçûâà-
åìûé êîìïåíñàòîðîì, òàêîé, ÷òî A−A′ ∈Mloc (H) .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 (ïðîäîëæåíèå).
Â ñèëó ýòîé ëåììû ñóùåñòâóåò ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ Ba ∈ Aloc (H) òàêîé,
÷òî Aa −Ba ∈Mloc (H) , òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü Ma = Aa −Ba +Na.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Ma ∈ M2loc (H). Ïóñòü (τk) - ëîêàëèçóþùàß ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòàíîâêè äëß Ba èMa, τ - ïðåäñêàçóåìûé ìîìåíò îñòàíîâêè,
òîãäà
E {∆Maτkτ |Fτ−} = 0,
∆Baτkτ = E {∆(X −Xa)τkτ |Fτ−}
íà (τ <∞) è ‖∆Baτkτ ‖ ≤ a. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà
∆Maτ = ∆(X −Xa)τ −∆Baτ
âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå ‖∆Maτ ‖ ≤ 2a íà (τ <∞) .
Ïóñòü òåïåðü τ - âïîëíå íåäîñòèæèìûé ìîìåíò îñòàíîâêè, òîãäà (cì. [4]) äëß
ëþáîãî
h∗ ∈ H∗ : (∆Baτ , h∗) = 0
íà (τ <∞), ñëåäîâàòåëüíî, ∆Baτ = 0 è ∆Maτ = ∆(X −Xa)τ , ò.å. ‖∆Maτ ‖ ≤ a íà
(τ <∞) è (êàê ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííûìè ñêà÷êàìè) Ma ∈M2loc (H) .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (ïðîäîëæåíèå).
Èç ëåììû 1, ïîñêîëüêó (4):
Xat = X0 +
∫ t
0
∫
‖x‖>a
xµ (ds, dx) , (6)
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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